Chapitre : Applications linéaires

1 Exemples d’applications linéaires

Exercice 1 "« Applications linéaires ou non (sur R") ? —

Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires :

L f:R> =R (x,y) — (x+y,x—2y,0);

2. f:R2 = R3, (x,9) = (x+y,x—2y,1);

3. f:R2 =R, (x,y) x> —y2.

Indication V¥ Correction V¥ [839]
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Exercice 2 & Applications linéaires ou non (sur les polynomes) ? —

Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires :

L f:R[X] > R?, P (P(0),P'(1));

2. f:R[X] — R[X], P— AP, ou A € R[X] est un polynome fix¢;

3. f:R[X] = R[X], P~ P2

Indication V¥ Correction V¥ [2944]




Exercice 3 " Applications linéaires ou non (espace de fonctions) ? —

Soit E I’espace vectoriel (R, R) ’espace vectoriel des fonctions continues sur R. Dire si les applications
suivantes sont des applications linéaires :

L.¢1:E—E, ¢1(f)(x) = (f(x))*;

2.02:E—E, ¢o(f)(x) = (f(x7));

3.3 E—E, ¢3(f)(x) = [y f(t)dr;

Indication ¥V Correction V [2945]




2 Applications linéaires sur R"

Exercice 4 "« Noyau et image —

Soit f : R? — R3 I’application linéaire définie par

f(xvy) = (x—l—y,x—y,x+y).

Déterminer le noyau de f, son image. f est-elle injective ? surjective ?

Indication Vv Correction V¥

[840]




Exercice 5 "% Noyau et image —

On considere ’application linéaire f de R? dans R* définie par

f(x,y,2) = (x+z,y—x,24+y,x+y+22).

1. Déterminer une base de Im(f).
2. Déterminer une base de ker(f).
3. L’application f est-elle injective ? surjective ?

Indication ¥V Correction V¥

[874]




Exercice 6 "« Application linéaire donnée par I’image d’une base —

Soit E = R3. On note Z = {e1,e2,e3} la base canonique de E et u I’endomorphisme de R3 défini par la
donnée des images des vecteurs de la base :

u(e)) = —2e; +2es3 ,u(er) =3ey ,u(esz) = —4de; +4es.

1. Déterminer une base de ker u. u est-il injectif ? peut-il €tre surjectif ? Pourquoi ?
2. Déterminer une base de Im u. Quel est le rang de u?
3. Montrer que E = ker u@ Im u.

Indication ¥V Correction V [875]




Exercice 7 "« Définie par une base —

On considere dans R? les trois vecteurs u = (1,1), v=(2,—1) etw = (1,4).

1. Démontrer que (u,v) est une base de R>.

2. Pour quelle(s) valeur(s) du réel a existe-t-il une application linéaire f : R> — R? telle que f(u) = (2,1),
Jv)=(1,=1)et f(w)=(5,a)?

Indication ¥V Correction V [877]




Exercice 8 "% Noyau prescrit? —

Soit E = R* et F = R%. On considére H = {(x,y,z,t) € R*; x =y = 7z = t}. Existe-t-il des applications
linéaires de E dans F dont le noyau est H ?
Indication ¥V Correction V¥ [892]




Exercice 9 "% A noyau fixé —

Soit E le sous-espace vectoriel de R engendré par les vecteurs u = (1,0,0) et v = (1,1, 1). Trouver un
endomorphisme f de R* dont le noyau est E.
Indication ¥V Correction V¥ [878]




Exercice 10 "« w  Application linéaire a contraintes —

Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R* tel que, si (e, ez, e3,e4) désigne la base canonique,
alors on a

1. f(e1) =e; —ex+ezet f(2e; +3eq) = ep.

2. ker(f) = {(x,y,2,t) €ER* x+2y+z=0etx+3y—1=0}.

Indication ¥V Correction V¥ [879]




3 Applications linéaires sur d’autres espaces

Exercice 11 7% Dérivation —

Soit E = €°(R) et ¢ € Z(E) définie par ¢(f) = f’. Quel est le noyau de ¢ ? Quelle est son image ? ¢
est-elle injective ? surjective ?
Indication V¥ Correction V¥ [841]




Exercice 12 "% Avec des fonctions continues —

Soit E I’espace vectoriel des fonctions continues de R dans R et u I’endomorphisme de E qui a tout f de E
associe u(f) : x — xf(x). L’application u est-elle injective ? surjective ?
Indication V Correction V¥ [2946]




Exercice 13 ww  —

Soit E I’espace vectoriel des applications de R dans R. On note L : E — E I’application qui a f € E associe
L(f) définie par L(f) : x — f(x) f(x).

1. Montrer que L est un endomorphisme de E.

2. Préciser le noyau et ’image de L.

3. Lapplication L est-elle injective ? surjective ?

Indication V Correction V [2947]




Exercice 14 " Application linéaire définie sur un espace de polynome —

Soit E = C[X], p un entier naturel et f I’application de E dans E définie par f(P) = (1 — pX)P+X?*P'. f
est-elle injective ? surjective ?

Indication ¥V Correction V¥ [838]




Exercice 15 "  Applications linéaires dans un espace de polynomes —
Soit E = R3[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3. On
définit u I’application de E dans lui-méme par

u(P)=P+(1-X)P.

1. Montrer que u est un endomorphisme de E.

2. Déterminer une base de Im(u).

3. Déterminer une base de ker(u).

4. Montrer que ker(u) et Im(«) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Indication ¥V Correction V [887]




Exercice 16 "% Automorphisme de R,[X] et de R[X]| -

Soit ¢ : R[X] — R[X], P— P(X+1)+P(X).

1. Soit n > 0. Démontrer que ¢ induit un automorphisme de R, [X].

2. Démontrer que ¢ est un automorphisme de R[X].

Indication V¥ Correction V [3104]




Exercice 17 W —

1. Pour 0 < k < n, on note By (X) = X*(1 — X )"k, Démontrer que la famille (By, ..., B,) forme une base de
R, [X].
2. On définit ¢ sur R,[X] par ¢(P) =Y}_, (})P (%) By.. Démontrer que ¢ est un automorphisme de R, [X].
Indication V Correction V [3111]




Exercice 18 " Différence de polynémes —

Soitn > 1, E =R,[X] et ¢ € L (E) défini par ¢(P) = P(X + 1) — P(X). Déterminer le noyau et I'image de
0.

Indication V¥ Correction V¥ [880]




Exercice 19 "% Des polynomes —

Soit E = R,[X] et soit f 'application définie sur E par f(P) =P(X+1)+P(X —1) —2P(X).

1. Vérifier que f est un endomorphisme de E.

2. Pour p =0,...,n, déterminer le degré de f(X”)? En déduire ker(f) et Im(f).

3. Soit Q un polynéme de Imf. Démontrer qu’il existe un unique polynéme P tel que f(P) = Q et P(0) =
P'(0) =0.

Indication ¥V Correction V [889]




Exercice 20 "% Polynome somme de polyndmes dérivés —

Démontrer que, pour tout n > 0, pour tout P € R,[X], il existe un unique Q € R,[X] tel que P =Y7_, 0%,
Indication V Correction ¥ [888]




Exercice 21 "% Division euclidienne —

Soit E = R, [X] et soient A, B deux polyndmes de degré n+ 1. On définit I’application ¢ : E — E qui & un
polyndme P associe le reste de AP dans la division euclidienne par B.

1. Démontrer que ¢ est linéaire ;

2. Démontrer que ¢ est bijective si et seulement si A et B sont premiers entre eux.

Indication V¥ Correction V [893]




Exercice 22 " Application aux polynémes —

Le but de cet exercice est I’étude de 1’application A définie sur [X] par (AP)(X) =P(X + 1) — P(X).

1. Question préliminaire : Soit (P,) une famille de [X] telle que pour chaque n, deg(P,) = n. Prouver que
(P,) est une base de [X].

2. Montrer que A est une application linéaire. Calculer son noyau et son image.

3. Montrer qu’il existe une unique famille (H,),c de [X] vérifiant, pour toutn > 1, A(H,) = H,—1, H,(0) =0
et telle que Hy = 1. Montrer que (H,) est une base de [X].

4. Soit P €, [X]. Montrer que P peut s’écrire

5. Montrer que I’on a (A"P)(0) = Y7_o(=1)""*(}) P(k).
6. Montrer que pour tout n > 1, H, = XX=1--X=n+1)

n! :
7. En déduire que, pour tout polyndme P de degré p, les assertions suivantes sont équivalentes :

P prend des valeurs entieres sur . P prend des valeurs entieres sur {0, ..., p}. Les coordonnées de P dans la
base (H,) sont des entiers. P prend des valeurs entieres sur p + 1 entiers consécutifs.

8. P prend des valeurs entiéres sur .

9. P prend des valeurs entieres sur {0,...,p}.

10. Les coordonnées de P dans la base (H,) sont des entiers.

11. P prend des valeurs entieres sur p + 1 entiers consécutifs.

Indication ¥V Correction V [890]




4 Projections, symétries

Exercice 23 "% Géométrie des symétries et projections —

1. Dans R?, considérons les sous-espaces vectoriels D; = {(x,y) € R?; y=x} et D, = {(x,y) € R?; y =0}.
Démontrer que D; @ D> = R%. Considérons s la symétrie par rapport 2 D parallelement & D5 et p la projection
sur Dy parallelement & D;. Dessiner les sous-espaces vectoriels Dy, D, ainsi que I’image par p et s des vecteurs
suivants : i = (1,0), V= (1,1), w = (2, 1). Vérifier vos résultats par le calcul.

2. Dans R?, considérons les sous-espaces vectoriels D = {(x,y,z) € R}, y =x,z =0} et P = {(x,y,2) €
R3; x = 0}. Démontrer que D @ P = R, Considérons s la symétrie par rapport 2 P parallelement 2 D et p la
projection sur P parallelement a D. Dessiner les sous-espaces vectoriels D, P ainsi que I’image par p et s des
vecteurs suivants : i = (1,0,0) ,¥ = (1,0,1), w = (2,1,0). Vérifier vos résultats par le calcul.

Indication V¥ Correction ¥ [30751]




Exercice 24 "& Eléments caractéristiques d’une projection —

Soit f 1’endomorphisme de R? tel que f(x,y,z) = (—3x+ 2y — 4z,2x + 2z,4x — 2y + 5z). Montrer que f
est la projection sur un plan P parallelement a une droite D. Donner une équation cartésienne du plan P et un
vecteur directeur de D.

Indication V Correction ¥ [3095]




Exercice 25 "= Symétrie —

On considere I’endomorphisme s: R? — R3 défini par
s(x,y,2) = (—x —4y — 2z, 4x + 9y + 4z, —8x — 16y — 7).

1. Montrer que s est une symétrie.

2. Déterminer F = ker(s — Id) et G = ker(s +Id) et une base de chacun des ces deux sous-espaces.
Indication ¥ Correction ¥ [3003]




Exercice 26 " Projection ou symétrie —

On considere ’application linéaire f : R — R? définie par f(x,y,z) = (2x —22,y,x —z). f est-elle une
symétrie ? une projection ? Déterminer une base de ses éléments caractéristiques.
Indication V¥ Correction V [2563]




Exercice 27 " Expression analytique d’une projection —

Soit F et G les deux sous-espaces vectoriels de R3 définis par

F = {(x,y,z) GRS . x—l—y—|—21:()}
G :{(x7y7Z)GR3: X:—y:_z}'

1. Démontrer que F & G = R3,

2. Donner I’expression analytique de la projection p sur F' parallelement a G (c’est-a-dire donner une
formule explicite p(x,y,z) = (...)).

3. Donner I’expression analytique de la symétrie s par rapport a F parallelement a G.

Indication V¥ Correction V¥ [3105]




Exercice 28 "= Une projection dans R[X] —

Soit A € R[X] non nul, et ¢ : R[X] — R[X] I’application qui & un polyndme P associe son reste dans la
division euclidienne par A. Démontrer que ¢ est un projecteur et préciser ses éléments caractéristiques.
Indication V¥ Correction ¥ [3109]




Exercice 29 "% Deux projections —

Soit E un espace vectoriel et p, g deux projecteurs de E tels que p # 0, g # 0 et p # g. Démontrer que (p,q)
est une famille libre de .Z(E).
Indication V Correction V [852]




Exercice 30 "% Projections et sommes directes —

Soient Ey,...,E, des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que E; & --- S E, = E. On note p; le pro-
jecteur sur E; parallelement a @ ;+;E;. Montrer que p;op; = 0sii# jetque p;+---+ p, = IdE.
Indication ¥V Correction V¥ [850]




Exercice 31 "« w Endomorphismes annulant un polynéme de degré 2 —

Soit f € Z(E) et soient , B deux réels distincts.
1. Démontrer que E = Im(f — aldg) +1Im(f — BIdg). On suppose de plus que & et 3 sont non nuls et que

(f —aldg)o(f — Bldg) = 0.

2. Démontrer que f est inversible, et calculer f~!.
3. Démontrer que E = ker(f — aldg) @ ker(f — BldE).
4. Exprimer en fonction de f le projecteur p sur ker(f — oldg) parallelement a ker(f — BldE).

Indication V¥ Correction V [855]




Exercice 32 "% Somme de deux projecteurs —

Soit £ un R-espace vectoriel. Soient p et g deux projecteurs de E.
1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog =gop =0.

2. Montrer que, dans ce cas, on a Im(p +¢) = Im(p) ®1Im(q) et ker(p+ q) = ker pNkergq.
Indication V¥ Correction ¥ [853]




5 Exercices théoriques sur les applications linéaires

Exercice 33 "¢ Inclusion de noyaux et d’images —
Soit E un espace vectoriel, f € Z(E), et 1 < p < g deux entiers. Comparer ker(f?) et ker(f?), puis Im(f7)
et Im(f9).

Indication V¥ Correction V¥ [3108]




Exercice 34 "« Avez-vous compris ce qu’étaient le noyau et I’image ? —

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, et soient f € Z(E,F) et g € Z(F,G). Démontrer que
gof=0 <= Imf Ckerg.

Indication ¥V Correction V [842]




Exercice 35 "% Endomorphismes qui commutent —

Soit E un espace vectoriel et u,v € .Z(E). On suppose que uov = vou. Démontrer que ker(u«) et Im(u)
sont stables par v, c’est-a-dire que

v(ker(u)) C ker(u) et v(Im(u)) C Im(u).

Indication ¥V Correction V [849]




Exercice 36 "% Endomorphisme nilpotent et famille libre —

Soit f € Z(E) tel qu’il existe n > 1 vérifiant " = 0 et f"~! # 0. Démontrer qu’il existe x € E tel que la
famille (x, f(x),..., " !(x)) soit libre.
Indication ¥V Correction V¥ [843]




Exercice 37 " Une caractérisation des homothéties —

Soit E un espace vectoriel et f € .Z(E) tel que, pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est lide.

1. Démontrer que pour tout x € E, x # 0, il existe un scalaire A, tel que f(x) = A.x.

2. Soit x,y € E\{0}.

Comparer A, et A, lorsque (x,y) est liée. Comparer A, et A, lorsque (x,y) est libre.

3. Comparer A, et A, lorsque (x,y) est liée.

4. Comparer A, et A, lorsque (x,y) est libre.

5. En déduire que f est une homothétie.

Indication V¥ Correction V [846]




Exercice 38 " Quand le noyau et I’'image sont supplémentaires —

Soit f € Z(E).
1. Démontrer que ker(f) C ker(f?) et que Im(f?) C Im(f).

2. Démontrer que ker(f) NIm(f) = {Og} si et seulement si ker(f) = ker(f?).

3. Démontrer que ker(f) +Im(f) = E si et seulement si Im(f) = Im(f?).

Indication ¥V Correction Vv

[2624]




Exercice 39 " —

Soit E et F deux espaces vectoriels, f € Z(E,F) et g € Z(F,E) vérifiant
fogof=fetgofog=g.

1. Démontrer que ker(f) et Im(g) sont en somme directe.

2. Démontrer que ker(f) et Im(g) sont supplémentaires.

3.0npose E =R,[X], F =R, [X] et f(P) =P, g: P(x) — [y P(t)dt. Vérifier que f et g satisfont toutes
les conditions de I’énoncé. Sont-elles inversibles ?

Indication V Correction V¥ [2633]




Exercice 40 " ww  Image de la composée et somme de I’image et du noyau —

Soit E un espace vectoriel et f,g € Z(E). Démontrer que
E =1Im(f)+ker(g) <= Im(gof)=1Im(g).

Indication ¥V Correction V [3107]




6 Applications linéaires en dimension finie

Exercice 41 "% Du local au global... —

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E). On suppose que, pour tout x € E, il existe un
entier n, € N tel que f*(x) = 0. Montrer qu’il existe un entier n tel que " = 0.
Indication V¥ Correction V¥ [899]




Exercice 42 T —

Soit E un espace vectoriel et f € Z(E).
1. Montrer que
ker(f) = ker(f?) <= ImfNker(f) = {0}.

2. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que
ker(f) = ker(f?) <= Imf@ker(f) =E <= Im(f) =Im(f?).

Indication V¥ Correction V¥ [901]




Exercice 43 " v Noyau égal a I’'image —

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’il existe f € .Z(E) tel que ker(f) = Im(f) si et
seulement si E est de dimension paire.
Indication V¥ Correction ¥ [902]




Exercice 44 " Noyau et image choisis —

Soit E un espace vectoriel de dimension n, F' un sous-espace vectoriel de £ de dimension p, G un sous-
espace vectoriel de E de dimension g. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un endor-
morphisme f de E avec ker(f) = F et Im(f) = G.

Indication ¥ Correction ¥ [903]




Exercice 45 "W Endomorphisme de rang r et endomorphismes de rang 1. —

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et soit f € Z(E, F). Démontrer que f est la somme
de r applications linéaires de rang 1.
Indication V Correction V [3110]




Exercice 46 "% D’un sous-espace sur un autre —

Soit E un espace vectoriel de dimension # et soient F', G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. A quelle condition sur F et G existe-t-il un endomorphisme f de E tel que f(F) = G?

2. Quelle(s) condition(s) supplémentaire(s) faut-il imposer pour qu’on puisse trouver un tel endomorphisme
f qui soit de plus bijectif ?

Indication V¥ Correction V¥ [904]




Exercice 47 " www Composée et somme —

Soient u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel £ de dimension finie .
1. Montrer que

rg(u) —rg(v)| <rg(u+v) <rg(u) +rg(v).

2. On suppose que uov = 0 et que u + v est inversible. Prouver que rg(u) +rg(v) = n.
Indication V¥ Correction V [906]




Exercice 48 "W Suite exacte —

Soient Ey, ..., E, des espaces vectoriels de dimensions finies respectivement égales a ay, . . . ,a,. On suppose
qu’il existe n applications linéaires fy, ..., f,—1 telles que, pour chaque k € {0,...,n— 1}, f est une application
linéaire de E; dans E;. | et

1. fp est injective;

2. ker(fy) =Im(fy—;) pourtoutk=1,...,n—1;

3. fu—1 est surjective. Prouver que ZZZO(—I)kak =0.

Indication V Correction V [908]




Exercice 49 7w w v Base donnée par un endomorphisme nilpotent —

Soit E un espace vectoriel de dimension n, f € Z(E) un opérateur tel que f* =0 et f*~! #£0.
1. Soit x € E tel que f"~!(x) # 0. Montrer que la famille (x, f(x),..., " !(x)) est une base de E.

2. Soit g € Z(E). Montrer que g commute avec f (ie fg = gf) si et seulement si g € vect(Id, f,..., 1.
Indication V Correction V [900]




Exercice 50 " www  Noyaux itérés —

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit f € Z(E).

1. Soit k > 1. Démontrer que ker(f*) C ker(f*1) et Im(f**!) C Im(f*).

2. Démontrer que si ker(f*) = ker(f**1), alors ker(f**!) = ker(f**?). Démontrer qu’il existe p € N tel
que

si k < p, alors ker(f*) # ker(f**1); si k > p, alors ker(f*) = ker(f**1).

Démontrer que p < n;

3. Démontrer que si ker(f*) = ker(f**1), alors ker(f**1) = ker(f*+2).

4. Démontrer qu’il existe p € N tel que

si k < p, alors ker(f*) # ker(f**1); si k > p, alors ker(f*) = ker(f**1).

5.si k < p, alors ker(f*) # ker(f*+1);

6. si k > p, alors ker( f¥) = ker(f*1).

7. Démontrer que p < n;

8. Démontrer que si k < p, alors Im( f¥) # Im(f**1) et si k > p, alors Im(f*) = Im(f**1).

9. Démontrer que ker(f?) et Im(f?) sont supplémentaires.

10. Démontrer qu’il existe deux sous-espaces F' et G de E tels que F et G sont supplémentaires, fi est
nilpotent et f|g induit un automorphisme de G.

11. Soit dy = dim (Im(f*)). Montrer que la suite (di — d+1) est décroissante.

Indication ¥ Correction V [905]




Exercice 51 "W Quand le rang est additif —

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f,g € -Z(E). Montrer que

re(f+g) =ra(f) +rg(g) { Lﬂ@iﬁiﬁfz{g}

Indication V¥ Correction V [907]




7 Formes linéaires et hyperplans

Exercice 52 "= Intersection de deux hyperplans —

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit Hy, H, deux hyperplans distincts de E. Quelle est la
dimension de Hy N H, ?
Indication V¥ Correction V [3106]




Exercice 53 " Formes linéaires proportionnelles —

Soit E =K, [X], soita € K et soit ¢ € E* telle que, pour tout P € K, [X], ona ¢ ((X —a)P) = 0. Démontrer
qu’il existe A € K tel que, pour tout P € E, ¢(P) = AP(a).
Indication V¥ Correction ¥ [986]




Indication pour ’exercice 1 A

Vérifiez si la définition d’une application linéaire est vérifiée, et si vous n’y parvenez pas, prouvez a I’aide
d’un contre-exemple qu’il ne s’agit pas d’une application linéaire.

Indication pour I’exercice 2 A

Vérifiez si la définition d’une application linéaire est vérifiée, et si vous n’y parvenez pas, prouvez a I’aide
d’un contre-exemple qu’il ne s’agit pas d’une application linéaire.

Indication pour I’exercice 3 A

Indication pour ’exercice 4 A

Indication pour I’exercice 5 A

1. (f(e1),f(e2), f(e3)) est une famille génératrice de Im(f). De plus, f(e3) est combinaison linéaire de

fler) et f(ea).
2. On peut vérifier la dimension de ker(f) en utilisant le théoréme du rang.
3. Quelles sont les dimensions de ker(f) ? de Im(f) ?

Indication pour ’exercice 6 A

1. Commencer par calculer u(x,y,z). Puis utiliser la caractérisation des endomorphismes injectifs.

2. Quelle est la dimension de Im(«) ? Commencer par donner une famille génératrice facile de Im(u), et en
extraire une base !

3. Montrer que la réunion d’une base de ker(u) et d’une base de Im(u) est une base de R>.

Indication pour I’exercice 7 A

1.
2. Exprimer w dans la base (u,v).

Indication pour I’exercice 8 A

Quelle est la dimension de H ? Est-ce compatible avec le théoréme du rang ?

Indication pour ’exercice 9 A

Compléter (u,v) en une base (u,v,w) de R?, et définir f sur cette base.

Indication pour I’exercice 10 A

Déterminer quelles doivent étre les valeurs de f(e;), f(e2), f(e3), f(ea). On pourra trouver une base de

ker(f).

Indication pour ’exercice 11 A

Indication pour ’exercice 12 A

Déterminer le noyau de u, et démontrer que la fonction égale a 1 n’est pas dans I’'image de u.

Indication pour I’exercice 13 A
1.




2. Démontrer que I’'image est I’ensemble des fonctions impaires.
3.

Indication pour I’exercice 14 A

f étant linéaire, il suffit de calculer son noyau et son image. On peut notamment prouver que Im(f) ne
contient pas de polynéome de degré p+ 1.

Indication pour I’exercice 15 A

1. Il faut vérifier que u est linéaire.

2. u(1),u(X),u(X?),u(X3) est une famille génératrice de Im(u).

3. Ecrire P(X) = aX? + bX? + cX +d, et calculer u(P).

4. Montrer que la réunion des deux bases trouvées précédemment est une base de E.

Indication pour I’exercice 16 A

1. 11 suffit de démontrer que ¢ est injective.
2. Utiliser le résultat de la question précédente pour prouver la surjectivité.

Indication pour ’exercice 17 A

1. Le terme de plus bas degré de chaque By est X*. Dans une relation de liaison AgBg + - -- + A,B, = 0,
commencer par prouver que A9 = 0.
2. Calculer le noyau de ¢.

Indication pour I’exercice 18 A

On pourra étudier quel est le degré de (X + 1)¥ — X*. Ensuite, il est facile de démontrer que Im(¢) C
R,—1[X]. Démontrer I’inclusion réciproque a I’aide du théoréme du rang.

Indication pour I’exercice 19 A
1.

2. Utiliser le théoréme du rang pour déterminer Im( f).
3.

Indication pour I’exercice 20 A

Traduire cet exercice par le fait qu'une application linéaire doit &tre un isomorphisme. Utiliser les outils
d’algebre linéaire pour prouver que c’est un isomorphisme.

Indication pour I’exercice 21 A
1.

2. Pour démontrer que A et B sont premiers entre eux, utiliser le théoreme de Bézout. Pour la réciproque, il
suffit de démontrer que ¢ est injective.

Indication pour I’exercice 22 A

1. Montrer d’abord que ¢’est une famille libre. Pour prouver que c’est une famille génératrice, il faut prouver
que tout polyndme de degré p est combinaison linéaire de Fy, ..., P,. Simplifier le probleéme en prouvant que
(Po,...,P,) est une base de ,[X], en utilisant un résultat spécifique a la dimension finie.

2. La linéarité ne pose pas de problémes. Montrer que le noyau est I’ensemble des polynémes constants, en
calculant par exemple le coefficient dominant de AP, puis que 1’image est [X] tout entier, en construisant une
famille de polyndmes a degré étagés dans I’image.



3. En posant E = {P € [X]; P(0) = 0}, montrer que E est un supplémentaire de ker(A). L’existence et
I’unicité viennent alors du résultat de la question précédente (on pourra procéder par récurrence). Quel est le
degré de H,, ?

4. Utiliser d’abord le fait que (H,) est une base. Calculer ensuite A"P.

5. Calculer par récurrence, ou par la formule du bindme, (A"P)(X), puis évaluer en 0.

6. Vérifier que la famille donnée satisfait aux conditions qui définissent de fagon unique la suite (H,).

7. Prouver d’abord I’équivalence des 3 premiers points. Pour montrer 1’équivalence avec le 4iéme, utiliser
un changement de variables pour ramener iv. a ii. pour un autre polynéme !

Indication pour I’exercice 23 A

Pour démontrer les sommes directes, on pourra utiliser la dimension. Pour les calculs effectifs, on pourra
s’aider des dessins pour vérifier les décompositions de # en somme d’un vecteur de D; et de D, (et de méme
pour les 6 vecteurs demandés), et utiliser la définition des symétries et projecteurs.

Indication pour I’exercice 24 A
Cela revient a calculer f o f, Im(f) et ker(f).

Indication pour I’exercice 25 A

Indication pour I’exercice 26 A

Commencer par calculer fo f.

Indication pour I’exercice 27 A

Pour la deuxieme et la troisi¢éme question, il s’agit essentiellement de décomposer un vecteur (x,y,z) dans
la somme directe F & G.

Indication pour I’exercice 28 A

Commencer par démontrer que ¢ est linéaire, puis que ¢ o ¢ = @.

Indication pour I’exercice 29 A

Supposer que g = A p et calculer de deux facons différentes g en fonction de p.

Indication pour ’exercice 30 A

Prouver d’abord que p;(x) +-- - + p,(x) = x pour tout x € E;.

Indication pour I’exercice 31 A

1. Exprimer Idg en fonction de f — aldg et de f — Bldg.
2. Développer et trouver g tel que fog=go f =Idg.

3. Utiliser 1.

4. Utiliser encore 1.

Indication pour I’exercice 32 A

1. Pour montrer que la condition est nécessaire, on pourra d’abord prouver que pog+ go p = 0, puis
calculer p? o g de deux facons différentes.

2. Pour montrer que Im p et Im g sont en somme directe, on pourra remarque que x = p(x) = g(x) pour tout
élément de I’intersection. Pour prouver que Im(p) +Im(q) C Im(p + g), on pourra démontrer que pour tout z
du premier ensemble, on a z = p(z) + ¢q(z).



Indication pour ’exercice 33 A

Les inclusions ne vont pas dans le méme sens. On pourra écrire ¢ = p+ (g — p).

Indication pour I’exercice 34 A

Indication pour I’exercice 35 A

Indication pour I’exercice 36 A

Considérer un x tel que "~ !(x) # 0.

Indication pour I’exercice 37 A

1.

2. Ecrire y = px et calculer f(ux) de deux facons différentes. Calculer f(x+ ) de deux facons différentes.
3. Ecrire y = px et calculer f (ux) de deux fagons différentes.

4. Calculer f(x+y) de deux facons différentes.

5.

Indication pour I’exercice 38 A

1.

2.

3. Pour prouver le sens réciproque, considérer y € E et utiliser que f(y) = f2(z) pour un certain z € E. On
pourra poser u =y — f(z)...

Indication pour I’exercice 39 A

1. Prendre un vecteur dans I’intersection et utiliser que go fog = g.
2. Procéder par analyse synthese.
3.

Indication pour I’exercice 40 A

Indication pour I’exercice 41 A

Introduire une base de E.

Indication pour I’exercice 42 A

1. Remarquer que 1’on a toujours ker(f) C ker(f?). Pour prouver le sens direct, prendre un élément y
de Dintersection, I’écrire y = f(x) et montrer que f2(x) = 0. Pour prouver la réciproque, prendre x tel que
f?(x) =0, poser y = f(x) et montrer que y appartient a ... inter ...

2. Utiliser le théoréme du rang pour remarquer que ker(f) NIm(f) = {0} est équivalent a ker(f) &Im(f) =
E. Utiliser ensuite la question précédente pour démontrer que les deux premicres propositions sont équivalentes.
Montrer ensuite, toujours a 1’aide du théoréeme du rang, que la premiere et la troisieme sont équivalentes.

Indication pour I’exercice 43 A

Pour un sens, utiliser le théoreme du rang. Pour la réciproque, considérer (ey,...,ez,) une base de E et
définir f sur cette base. On séparera f(e;), pour i < p, et f(e;), pouri > p.



Indication pour ’exercice 44 A

La condition naturelle s’obtient en utilisant le théoréme du rang. Pour la réciproque, une application linéaire
peut étre définie par ’image d’une base. On pourra considérer une base dont les premiers vecteurs constituent
une base de F'.

Indication pour I’exercice 45 A

Considérer une base (uy,...,u,) de Im(f), la compléter en une base de F, et utiliser les projections sur les
Uj....

Indication pour ’exercice 46 A

1. Un endomorphisme ne peut que faire décroitre la dimension.
2. Les dimensions doivent étre égales !

Indication pour ’exercice 47 A

1. Remarquer que Im(u+v) C Im(«) + Im(v). Pour la seconde partie, écrire u = (u+v) + (—v).
2. Prouver que u o v = 0 entraine

n>rg(v)+rg(u).
Prouver que u + v inversible entraine
n <rg(v)+rg(u).

Indication pour I’exercice 48 A

Utiliser le théoreme du rang et les hypotheéses pour écrire

ar = dim(ker(fi)) +1g(fi) = rg(fi—1) +12(fi),

avec 1 <k<n-—1.

Indication pour I’exercice 49 A

1. Ecrire une relation de liaison, et composer par f"~'.
2. La valeur de g(x) fixe les coefficients de g dans vect(Id, f,..., f*~1).

Indication pour I’exercice 50 A

. Suivre les définitions.

.Ecrire f¥2(x) = f**1(f(x))) Minorer la dimension de ker(f*) si cet entier p n’existe pas. Méme preuve.
Eerire fA42(x) = fA41(£(x)))

. Minorer la dimension de ker(f*) si cet entier p n’existe pas.

. Méme preuve.

. Théoréeme du rang.

. Théoréme du rang + ker(f%”) = ker(f?).

. F et G sont donnés par la question précédente.

. Prouver que dj — dj41 = dim (ker(f) NIm(f*)).

O 00 1 O\ AW

Indication pour I’exercice 51 A

Dans le sens direct, montrer d’abord que Im(f) NIm(g) = {0} puis que Im(f + g) = Im(f) +Im(g). En
déduire la deuxieme partie.




Indication pour ’exercice 52 A

Appliquer la formule de Grassmann.

Indication pour I’exercice 53 A

A quelle condition deux formes linéaires sont proportionnelles ?




Correction de ’exercice 1 A

1. f est une application linéaire. Prenons u = (x,y) et v = (x,y') dans R?, et A € R. Alors :

flutv) = ((c+x)+ @ +Y), (e +x) =2y +"),0)
= (x—i—y,x—Zy,O)—l—(x’—i—y’,x’—Zy’,O)
= f)+f(v).

De méme,

Fu) = (Ax+Ay,Ax—223,0)
= l(x—i—y,x—Zy,O)
Af(u).
2. f m’est pas une application linéaire car f((0,0)) # (0,0,0).

3. f n’est pas une application linéaire. En effet,

£((1,0)) =1, £((-1,0)) = Let £((0,0)) =0 £((1,0)) + £((—1,0)).

Correction de I’exercice 2 A
1. f est une application linéaire. En effet, si P,Q € R[X] et A € R, alors utilisant notamment

(P+0)'(1)=P(1)+Q'(1) et (AP)'(1) = AP'(1),

on déduit facilement que

f(P+Q)=f(P)+f(Q)

et que
f(AP) =Af(P).

2. Dans ce cas aussi, f est une application linéaire. En effet, en utilisant la distributivité du produit sur la
somme, si P,Q € R[X] etsi A € R, alors alors

f(P+Q)=A(P+Q)=AP+AQ = f(P)+ f(Q)

et

f(AP) =A(AP) = A(AP) = A f(P).
3. Dans ce troisieme cas, f n’est pas une application linéaire. En effet, pour P=Xet 0 =X, ona
f(P+0Q) = (2X)* =4x*

alors que
f(P)+ f(Q) = X* +X* =2Xx>.

Ainsi, f(P+ Q) # f(P)+ f(Q), et f n’est pas une application linéaire.

Correction de I’exercice 3 A

1. Non! Considérons les fonctions f et g définies par f(x) = x et g(x) = x. Alors pour tout x € R, (f +
g)(x) = 2x de sorte que ¢;(f + g)(x) = 4x2, alors que ¢;(f)(x) + ¢1(g)(x) = x> +x> = 2x%. On a donc ¢; (f +
g) # ¢1(f) + ¢1(g) et donc @; n’est pas une application linéaire.

2. Oui! Soit f,g dans E et A € R. Alors pour tout x € R,

9(f+8)(x) = (f +8) (%) = f(x*) +8(x*) = 92(f) (x) + ¢2(g) (x)

et

B (A)(x) = (Af) () =Af(7) = 292(f)(x).



Remarquons que la place du carré (sur la variable ici) différe de la place du carré dans la premiere question (sur

la fonction).
3. Oui ! Ceci découle de la linéarité de I’intégrale. Soit f,g dans E et A € R. Alors pour tout x € R,

o(F+9)) = [[(r+8)0d = [ s+ [ s = 6:(0)6) +0a()
et

()0 = [ AW =2 [ fd=263(5) ).

Correction de I’exercice 4 A
Commengons par déterminer le noyau de f. (x,y) € ker f si et seulement si f(x,y) = (0,0,0) si et seulement

si

x+y =0
_ - x+y = 0
x—y = 0 <:>{ 2 — 0
x+y = 0

On en déduit que ker(f) = {(0,0)}, et en particulier que f est injective. Déterminons maintenant 1’image de f.
Un vecteur (u,v,w) est dans I’image de f si et seulement si

u = x+y
Ixy) €R?, (uvw) = f(x,y) == 3y eR:, § v = x—y
w = x+y
u = x+y
— 3(x,y) eR?, u+v = 2x
w—u = 0
ug\/ — y
— 3(x,y) eR?, Hyo= x
w—u = 0

On en déduit que Im(f) = {(u,v,w) € R}, u—w = 0}. En particulier, (1,1,0) n’est pas dans Im(f), et donc f
n’est pas surjective.

Correction de ’exercice 5 A
1. Utilisant la définition de f, on a :

f(el) = (17_17071)
f(EZ) = (0717171)
f(63) = (17071)2)

On sait que la famille (f(e1), f(e2), f(e3)) est une famille génératrice de Im(f). Or, f(e3) = f(e1)+ f(e2) et
donc f(e3) est combinaison linéaire de (f(e1), f(e2)). Ainsi, la famille (f(e1),f(e2)) est déja génératrice de
Im(f). De plus, elle est libre car les deux vecteurs sont non-nuls et ne sont pas proportionnels. On en déduit

que (f(e1),f(e2)) est une base de Im(f).

2.0na:
x+z = 0 x+z = 0
—x+y = 0 y+tz = 0
,¥,2) € ki <= =

(v,3,2) € ker(f) y+z = 0 yt+z = 0
x+y+2z = 0 y+z = 0

X = —z

=y = —2



On en déduit que le vecteur (—1,—1,1) engendre ker(f). Comme il est non-nul, c’est une base de ker(f). En
particulier, on trouve que ker(f) est de dimension 1, ce que 1’on peut aussi obtenir en utilisant le théoréme du
rang.

3. f n’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit a {O}. f n’est pas surjective, car son image n’est pas
R* tout entier. En effet, la dimension de Im(f) est 2, et non 4.

Correction de I’exercice 6 A
1. On commence par calculer u(x,y,z). On a

u(x,y,z) = u(xey +yes +ze3) = xu(ey) +yu(ez) + zu(es)

soit
u(x,y,z) = (—2x —4z,3y,2x +4z).
On a donc
—2x—4z = 0 x = =2z
(x,v,2) € ker(u) <— 3y = 0 <<y =0
2x+4z = 0 Z = z

On a donc ker(u) = vect(—2,0, 1) et le vecteur (—2,0, 1) est une base de ker(u). ker(u) n’est pas réduit a {0}, et
donc I’endomorphisme u n’est pas injectif. Comme u est un endomorphisme de 1’espace vectoriel de dimension
finie R3, il n’est pas non plus surjectif, car on a alors

u injectif <= u surjectif <= u bijectif.

2. On sait, d’apres le théoréme du rang, que Im(u) est de dimension 2. On sait aussi que (u(e; ), u(e2),u(e3))
est une famille génératrice de Imu. 11 suffit donc d’en extraire une famille libre a deux éléments. Mais on vérifie
immédiatement que (u(e;),u(e2)) est une telle famille. C’est donc une base de Im(u) qui est de rang 2.

3. 11 suffit de montrer que la réunion d’une base de ker(u) et d’une base de Im(u) est une base de R3. Autre-
ment dit, avec les calculs réalisés précédemment, il suffit de voir que la famille ((—2, 0,1),(-2,0,2),(0,3, O))
est une famille libre. C’est tres facile et laissé au lecteur...

Correction de I’exercice 7 A

1. (u,v) sont deux vecteurs non-nuls de R, non colinéaires. Ils forment une famille libre de R? de deux
vecteurs. Or, R? est de dimension 2. (,v) est donc une base de R>.
2. Exprimons w dans la base (u,v). On a w = 3u — v. Pour que f soit linéaire, on doit avoir

fw) =3f(u) = f(v)

soit

(5,a) =3(2,1)—(1,—-1) = (5,4).
Pour que f soit linéaire, il est donc nécessaire que a = 4. Réciproquement, on définit ainsi bien une application
linéaire, en définissant I’image d’une base.

Correction de ’exercice 8 A

Ona H = Vect((l, 1,1, 1)) H est donc un espace vectoriel de dimension 1. Si H était le noyau d’une
application linéaire f de E dans F, alors par le théoréme du rang on aurait

4 = dim(E) = dim(H) +dim(Im(f)) = 14 dim(Im(f)).

Ainsi, on aurait dim(Im(f)) = 3. Mais Im(f) est un sous-espace vectoriel de R?, sa dimension est au plus 2.
On a une contradiction. Donc H n’est pas le noyau d’un élément de .Z(E, F).

Correction de ’exercice 9 A




Premiére méthode : Une application linéaire de R® dans lui-méme est définie par
f(x,3,2) = (a1x+ b1y +c1z,a2x + bay + c2z,a3x + b3y + ¢32)

ou les a;,b;,c; sont des réels. On va déterminer quelle(s) valeur(s) leur donner pour que f(u) =0 et f(v) = 0.
Ona
f(u) =0 < (a1,a2,a3) = (0,0,0)
et
f(v) =0 <— (a1 +b1+4cr,a0+by+cr,a3+ bs +C3) = (0,0,0).

Onobtient a; =ay = a3 =0et by = —cy, by = —cp, b3 = —c3. Ainsi, 'application f suivante convient

(X, 32) = (y—zy—2,y—2).

Puisque u, v € ker(f), le sous-espace vectoriel E engendré par (u,v) est contenu dans ker(f). De plus, f n’étant
pas identiquement nulle, son noyau est de dimension au plus 2. On en déduit que ker(f) est de dimension
exactement 2, et que ker(f) = E. Deuxiéme méthode : Une application linéaire de R> dans lui-méme est
completement définie par I’image d’une base. Complétons d’abord (u,v) en une base (c’est possible, car c’est
une famille libre). Posons w = (0,0, 1). Alors on vérifie facilement que la famille (u,v,w) est une famille libre
de R3 & trois éléments, donc une base de R3. On définit f par

f(u) = (0,0,0), f(v) - (07070)7 f(W) = (17070)'

Ceci définit parfaitement f et, comme dans la premic¢re méthode, on prouve que le noyau de f est exactement
E.

Correction de I’exercice 10 A

Un endomorphisme est uniquement défini par I’image d’une base. Il suffit donc de calculer quelles doivent
étre les valeurs de f(ey), f(e2), f(e3), f(ea). On sait déja que :

f(el) =e1 —er+es. f<3€4) =) — 2f<€1), soit f<€4) = %(—261 +3ey — 263).

Reste a définir f(e;) et f(e3). Pour cela, on va chercher une base de F = {(x,y,z,t) € R* x+2y+z=
Oetx+3y—t=0}. Onaaisément :

X = X

y =y
(x,y,2,t) EF <~ : = —x—2y

t = x+3y

On en déduit que {(1,0,—1,1),(0,1,—2,3)} est une base de F. Puisqu’on veut que F = ker(f), on doit donc

avoir . .
fler) —f(e3)+ fles) =0 = f(e3) = Je1tzes

et
flea—2e3+43e4) =0 = f(e2) =2f(e3) —3f(es).

Donc I’endomorphisme f, s’il existe, est unique. Réciproquement, soit f I’endomorphisme défini par les for-
mules précédentes. Alors le premier point est vérifié, et puisque I’image d’une base de F est envoyée par f sur 0,
on sait que F C ker(f). Pour démontrer I’égalité, il suffit, puisque dim(F) = 2, de prouver que dim(ker(f)) <2.
Par le théoreme du rang, il suffit de prouver que dim(Im(f)) > 2. Mais f(e;) et f(es4) sont deux vecteurs in-
dépendants de Im(f). Et donc dim(Im(f)) > 2, ce qui prouve le résultat. On peut remarquer qu’on a en réalité
dim(ker(f)) = dim(Im(f)) = 2.

Correction de ’exercice 11 A

Une fonction f: R — R a sa dérivée nulle si et seulement si elle est constante. Le noyau de ¢ est donc
I’ensemble des fonctions constantes. En particulier, ¢ n’est pas injective. D’autre part, si g est une fonction de
classe € sur R, alors elle admet une primitive f qui est donc elle aussi de classe ¢, c’est-a-dire élément de




E.Onaalors ¢(f) = g, ce qui signifie que Im(¢) = E. ¢ est surjective. Cet exercice illustre le fait que € (R)
n’est pas de dimension finie, puisque @ est surjective mais n’est pas injective.

Correction de I’exercice 12 A

Soit f € E. Alors u(f) = 0 si et seulement si, pour tout x € R, xf(x) = 0. Ceci entraine que pour tout x
différent de 0, f(x) = 0. Comme f est continue en 0, on en déduit que f = 0. On a donc ker(u) = {0} et u est
injective. D’autre part, soit g € E telle que g(x) = 1 pour tout x € R. Alors g n’est pas un certain u(f). En effet,
si ¢’était le cas, on aurait xf(x) = g(x) = 1 pour tout x € R, en particulier, en x = 0, 0 = 1. Donc u n’est pas
surjective. Ceci illustre que E n’est pas de dimension finie, puisque u est injective, mais n’est pas surjective.

Correction de ’exercice 13 A

1. Laissé au lecteur !

2. Le noyau de L est I’ensemble des fonctions f qui vérifient, pour tout x € R, f(—x) = f(x) : c’est donc
I’ensemble des fonctions paires. On va prouver que 1’image de L est I’ensemble des fonctions impaires. D’une
part, soit g dans I'image de L, autrement dit il existe f € E tel que, pour tout x € R, g(x) = f(x) — f(—x). Alors

8(=x) = f(=x) = f(=(=¥)) = =(/(x) = f(=x)) = —g(x)

et donc g est impaire. Réciproquement, soit g une fonction impaire, et posons f = g/2. Alors, pour tout x € R,

_8x)  gl=x) _glx) gk _
o) - fl—x) = £ 80 B L8 g,
Ainsi, g = L(f), et on a prouvé I’inclusion réciproque.
3. L’application linéaire L n’est pas injective car son noyau n’est pas réduit a {0}, elle n’est pas non plus

surjective car son image n’est pas E tout entier (il existe des fonctions qui ne sont pas impaires).

Correction de I’exercice 14 A
11 est facile de vérifier que f est linéaire. Pour savoir si elle est injective, on calcule son noyau. Soit P =
Y paiX" un polyndme. Alors

n n n
f(P)= Zain —Pz‘,ain+1 + Z’ia[X’+1
soit, apres un changement d’indice
n
f(P)=ao+ )Y (ai—(p+1—i)ai1)X'+(n —pla, X",

Si f(P) =0, on obtient donc ap =0 et a; = (p+ 1 —i)a;—; pour 1 <i < n ce qui entraine ¢; = 0 pour tout
i=0,...,n. Ainsi, P =0, le noyau de f est réduit a {0} et f est injective. D’autre part, si P est un polyndéme de
degré n, alors le calcul précédent montre que

pour n = p, le degré de f(P) est inférieur ou égal a n, et donc différent de p+ 1; pour n # p, alors f(P) est
dedegré n+1# p+1.

Ainsi, Im(f) ne contient pas de polynémes de degré p+ 1. Donc f n’est pas surjective.

Correction de I’exercice 15 A

1. Remarquons d’abord que si P € E, u(P) est bien un polynéme de degré inférieur ou égal a 3, et donc u
envoie bien £ dans E. Pour montrer qu’il s’agit d’un endomorphisme, on doit prouver que u est linéaire. Mais,
siPOcEetAcR,ona:

uP+AQ0) = (P+A0)+(1-X)(P+AQ)
= P+AQ+(1-X)(P'+AQ)
= P+(1-X)P+A(Q+(1-X)Q)
= u(P)+Au(Q).



u est donc bien linéaire.
2. Puisque (1,X,X?,X?) est une base de E, on sait que u(1),u(X),u(X?),u(X?) est une famille génératrice
de Im(u). On va pouvoir en extraire une base. On a :

u(1) =1, u(X) = 1, u(X?) = ~X> + 2X, u(x*) = —2X* +3x>

On en déduit que (u(1),u(X?),u(X?)) est une famille libre (ce sont des polyndmes de degrés différents) et
que u(X) s’écrit comme combinaison linéaire de ceux-ci (on a méme u(X) = u(1)). Ainsi, ceci prouve que
(u(1),u(X?),u(X?)) est une base de Im(u).

3. Ecrivons P(X) = aX3 4 bX? +cX +d, et calculons u(P) :

u(P) = —2aX>+ (3a—b)X* +2bX +c+d.

Ainsi, on obtient

—2a = 0 a = 0

3a—b = 0 b = 0

u(P)=0 < b — 0 TV e = ¢
c+d = 0 d = —c

Ainsi, P € ker(u) <= Jc € R, P=c¢(X —1). Une base de ker(u) est donné par le polynéme X — 1.

4. La réunion des bases de Im(u) et ker(u) trouvées précédemment est (1, —X> 42X, —2X3 +3X% X —1).
Ces polyndmes sont tous de degrés différents. Ils forment une base de E. Ceci prouve que Im(u) et ker(u) sont
supplémentaires.

Correction de ’exercice 16 A

1. Remarquons d’abord que ¢ est bien un endomorphisme de R, [X]. Puisque R, [X] est de dimension finie,
il suffit de démontrer que ¢ est injective. Mais puisque deg(P(X)+ P(X + 1)) = deg(P(X)), le noyau de ¢ est
clairement réduit a {0}. Donc ¢ est injective, ce qui prouve que ¢ est un automorphisme de R, [X].

2. Bien entendu, ¢, méme considérée en tant qu’endomorphisme de R[X], reste injective. Reste & montrer
qu’elle est surjective. Comme R[X] est de dimension infinie, on ne peut plus utiliser le théoréme du rang.
Cependant, soit Q € R[X]. Alors il existe n > 0 tel que Q € R, [X]. Puisque ¢ est un automorphisme de R, [X],
il existe P € R, [X] tel que Q = ¢(P). Donc ¢ est surjective (méme considérée comme un endomorphisme de
R[X])!

Correction de I’exercice 17 A

1. Remarquons d’abord que la famille (By,...,B,) est une famille de n + 1 vecteurs dans un espace de
dimension n + 1. Elle forme donc une base de R,[X] si et seulement si elle est libre. D’autre part, le point
clé est que le terme de plus bas degré de By est X* (il n’y a pas de termes en X*~!, etc...). Procédons par
I’absurde et supposons que la famille (By,...,B,) est liée. Soit A, ..., A, des réels, non tous nuls, tels que
AoBo+ -+ A,B, = 0. Soit k le plus petit entier tel que A; # 0. Alors, le terme de degré k de AgBy + - - - + A, By,
est 4,X*. 11 doit étre nul, et donc A, doit étre égal 4 0, ce qui est une contradiction. Donc la famille (By, .. .,B,)
est libre : c’est une base de R, [X].

2. Puisque R, [X] est de dimension finie, et que ¢ est clairement un endomorphisme de R, [X], il suffit de
démontrer que ¢ est injective. Soit P € ker(¢). Alors on a

“ k
= \k n
Puisque (B, ..., B,) est une base de R, [X], on a donc P (%) = 0 pour tout k = 0,...,n. Autrement dit, P admet

n+ 1 racines distinctes. Puisque P est un élément de R, [X], on en déduit que P = 0 et donc que ¢ est injective.
Remarquons ici qu’on aurait pu remplacer (By, ..., B,) par n’importe quelle autre base de R, [X].

Correction de ’exercice 18 A




Le degré de (X + 1)k — X* est égal & k — 1, sauf si k = O car dans ce cas on a affaire au polynéme nul. En
particulier, si P est de degré d, P(X) = agX¢ +--- + ay, alors

O(P)=as(X+1)! =X+ +a

est de degré d — 1, sauf si d = 0 ou on a le polynéme nul. On en déduit que le noyau de ¢ est I’ensemble des
polynémes constants. D’autre part, I’image de ¢ est clairement contenue dans R,,_;[X]. Or, ce dernier espace
est de dimension #, et par le théoréme du rang,

dim (Im(¢)) =n+ 1 —dim (ker(¢)) = n.

Ainsi, on a Im(¢) C R,—[X] et dim (Im(¢)) = dim(R,_;[X]). Ces deux sous-espaces vectoriels sont donc
égaux. Remarquons que ce serait beaucoup plus difficile a démontrer sans le théoréme du rang.

Correction de ’exercice 19 A

1. f est clairement une application linéaire. Puisque deg(P(X +1)+P(X — 1) —2P(X)) < deg(P(X)), elle
est bien a image dans E.

2.0na

p
XP) = p) 14 (1)} xP* —2xP,
ran = (1) 0+
Le coefficient devant X7 est nul (il vaut 1+ 1 —2), celui devant X”~! aussi (il vaut p(1— 1)), et celui devant X7 2
vaut p(p—1). Ainsi, si p > 2, le degré de f(X?) est p—2. Sinon, f(X?) est le polyndme nul. On en déduit, par
linéarité, que f(P) est de degré deg(P) — 2 si deg(P) > 2, et est le polyndme nul sinon. Ainsi, ker(f) = R;[X].
Par le théoreme du rang, dim(Im(f)) =n+1—2=n—1. De plus, on a vu que Im(f) C R,_»[X]. C’est donc
que Im(f) = R, 2[X].

3. Soit G = {P € R,[X]; P(0) = P'(0) =0}. Alors G est un sous-espace vectoriel de R,[X]. On vérifie faci-
lement que, pour P(X) = a, X" +---+ap, P € G <= ag = a; = 0, et donc une base de G est (X2, X3,..., X").
Ainsi, G est de dimension n— 1. Notons g : G — Im(f), P — f(P). g est injective, car GNker(f) = {0}. De
plus, dim(G) = dim(Im(f)). Ainsi, g est une bijection de G sur Im(f). Ceci prouve le résultat.

Correction de I’exercice 20 A

Considérons E = R,[X] et ¢ € .Z(E) définie par ¢(Q) = Yi_,0® (il est facile de vérifier que ¢ est
linéaire). Le but de I’exercice est de démontrer que ¢ est bjective. Etant une application linéaire entre deux
espaces de méme dimension finie, il suffit de prouver que ¢ est injective, ou encore que son noyau est réduit
au polyndme nul. Mais si Q n’est pas le polyndme nul, il est clair que ¢(Q) a méme degré que Q, et le méme
coefficient dominant. On en déduit que ¢(Q) =0 = Q = 0. ¢ est bijective.

Correction de ’exercice 21 A
1. Soient Py, P, dans R, [X] et soit A € R. Alors,

AP, =BQ1+¢(Pi), AP, =BQ+ ¢(P)

ce qui donne

A(PL+AP) =B(Q1 +AQ2) + (¢(P) + 19 (P2)).

Mais ¢(P;) +A¢(P») est de degré inférieur ou égal a n, et donc c’est le reste de la division euclidienne de
A(P, 4+ AP,) par B. Autrement dit,
¢(P1) +A0(P2) = 9 (P1+AP)

et ¢ est linéaire.
2. Supposons ¢ bijective. Alors ¢ est surjective, et il existe P € R, [X] tel que ¢(P) = 1. Ainsi, on obtient
deux polyndmes P et Q tels que
AP—BQ—=1.



D’apres le théoreme de Bézout, on en déduit que A et B sont premiers entre eux. Réciproquement, puisque ¢
est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, il suffit de prouver que ¢ est injective sous I’hypothéese
que A et B sont premiers entre eux. Mais si ¢ (P) = 0, il existe un polynome Q tel que

AP = BQ.

Par le théoréeme de Gauss, puisque A A B = 1, B|P. Mais comme le degré de B est n+ 1 et que P est de degré
inférieur ou égal a n, P = 0. Donc ¢ est injective, d’ou bijective.

Correction de I’exercice 22 A

1. Pour montrer que la famille est libre, il suffit de prouver que toute sous-famille finie est libre ou encore
que, pour tout p, la famille (R, ...,P,) est libre. Imaginons que 1’on ait une relation de liaison ogPy+ --- +
o, P, = 0, ot I’'un au moins des ¢; est non nul. Soit g le plus grand des i pour lequel o; # 0. Alors, le polynome
ooPy+ - - -+ a,P, est de degré ¢, et en méme temps il est nul : ¢c’est bien siir une contradiction. La famille (P,)
est donc libre. D’autre part, fixons un p > 0 et Q un polyndme de degré p. Puisque (P, ...,P,) est une famille
libre de ,[X] qui est de dimension p + 1, elle en est une base. Ainsi, Q peut s’écrire apPy + - - -+ 0, P,, ce qui
prouve que la famille (P,) est génératrice : c’est donc une base de [X].

2. Lalinéarité ne pose pas de problemes. D’ autre part, si le terme dominant de P est o, X", le terme dominant
de A(P) est &, x nX"~!. Ainsi, AP = 0 si et seulement P € [X] (ie si P est un polyndme constant). D’autre part,
posons pour n > 0 B, = A(X"*!). La famille (P,) est une famille de polyndmes a degrés étagés. En outre, cette
famille est contenue dans Im(A). On a donc, d’apres le résultat de la question préliminaire, [X] = vect(P,; n >
0) C Im(A). Ceci prouve que A est surjective.

3.Onnote E = {P € [X]; P(0) = 0}. E est un supplémentaire de o[X] dans [X]. Ainsi, A induit un isomor-
phisme de E sur [X]. On montre alors I’existence et 1’unicité de H, par récurrence sur n, le cas n = 0 étant
donné par 1’énoncé. Supposons (Hy, ..., H,_1) uniquement construits. Alors, la remarque précédente fait qu’il
existe un unique H, de E tel que A(H,) = H,—. On montre alors facilement par récurrence que pour chaque n,
deg(H,) = n (cela vient du fait que deg(A(P)) = deg(P) — 1 si P n’est pas un polyndme constant. D’apres le
résultat de la question préliminaire, (H,) forme une base de [X].

4. Puisque (H,) est une base de [X], il existe des réels o, ..., o, tels que P = agHy + - - - + 0, H,,. Calculons
A"(P), sachant que A"(Hy) = Hy_p, si n < k, A"(Hy) = 0 sinon. On obtient donc :

A"P = o,Hy+ -+ apH,_p.

On évalue ensuite ce polyndme en 0, en utilisant le fait que Hy(0) = 0 si k # 0, mais vaut 1 si k = 0. On obtient
donc :
A"P(0) = ot,.

5. On va montrer que

L n
A'P)(X) =Y (1) *(|P(X +k
@)= 1 () peci,
I’évaluation en O faisant le reste. Notons T(P)(X) = P(X + 1) ; clairement, T*(P)(X) = P(X + k). Remarquons
que A=T — 1. Puisque T et ] commutent, il est 1égitime d’appliquer la formule du binéme, et on a :

A" — i( l)nfk (I’l) Tk
k=0 k
11 suffit d’évaluer ceci en P pour obtenir le résultat annoncé.

6. Posons Q,, = w pour n > 1, avec Qg = 1. On remarque que pour tout n > 1, 0,,(0) =0, et
un calcul quasi-immédiat montre que AQ,, = Q,—1. Ainsi, la famille (Q,) satisfait les conditions uniques qui
définissent la famille (H,). C’est donc que Q, = H,, pour tout n > 0.

7.1l est d’abord clair que i. = ii.. Que ii. entraine iii. résulte du calcul de A"P(0) et de la décomposition
de P dans la base H,,. Remarquons d’autre part que si a est dans {0,...,n— 1}, H,(a) =0, etsia > n, H,(a) =
(4) €. Sia <0, asécrit —b avec b > 0, et on a Hy(a) = (—1)" (HZ*l). La décomposition de P dans la base
H,, fait alors que P(a) € pour tout a €, et on a prouvé 1’équivalence des 3 premiers points. Démontrons enfin
que la derniere proposition est équivalente aux trois premieres. Il est clair que i. = iv. Réciproquement, si P



prend des valeurs entieres sur {a,...,a+ p}, alors Q(X) = P(X +a) prend des valeurs entieres sur {0,...,p},
et par I’équivalence des 3 premiers points, Q prend des valeurs entieres sur tout entier. Il en est de méme pour
P.

Correction de ’exercice 23 A

1. D; et D, sont deux droites vectorielles; elles sont donc de dimension 1. De plus, on a clairement D N
D, ={(0,0)} donc D; et D, sont supplémentaires. De dim(D; & D;) = dim(D;) + dim(D;), on tire que D ®

= R2. Le dessin que 1’on obtient est le suivant :

On remarque que i est un vecteur de D;. Son image par p est donc le vecteur nul, et son image par s et son
opposé. V est un vecteur de D;. Il est invariant par p comme par s. Finalement, pour construire I’image de w
par p, on considere la paralléle a D, passant par w : elle coupe D; en V. On a ainsi p(w) = V. Pour construire
I’image de w par s, on utilise que, notant w1 =w—V, s(W) =V —W. Par le calcul on a

ii =0+ avec if € Dy, etdonc p(if) =0, s(il) = 0— i = —ii. V= v+ 0 avec ¥ € Dy, et donc p(¥) = s(¥) = 7.
W =V, avec V € Dy et ii € Dy, et donc p(w) =V —u=1(0,1).

0—|—u avec ii € Ds, et donc p(ii) =0, s(if) = 0 — ii = —i.
= ¥+ 0 avec ¥ € Dy, et donc p(V) = s(¥) = ¥.
=V+ii,avecVE D etii € Dy, etdonc p(w) =V, s(w) =V—ii=(0,1).

5. P est un plan vectoriel (une base est donnée par les vecteurs (0, 1,0) et (0,0, 1)). Il est donc de dimension
2. D, comme intersection de deux plans vectoriels non confondus, est une droite vectorielle dont une base
est donnée par (1,1,0). Elle est donc de dimension 1. Comme dans la question précédente, on vérifie que
DN P ={(0,0,0) (c’est immédiat), et donc que D et P sont en somme directe. De dim(D & P) = dim(D) +
dim(P) = 3 = dim(R?), on déduit que D et P sont supplémentaires : D@ P = R3. Pour construire les images
des vecteurs i, V et w, on procede comme dans le plan, mais il faut avoir une bonne vue dans 1’espace ! Pour
plus de lisibilité, on va réaliser 3 dessins différents. Pour chacun de ces dessins, 1’axe (Ox) est en rouge, I’axe
(Oy) est en vert et ’axe (Oz) est en bleu. La droite D est elle aussi représentée en bleu foncé, et le plan P est
en bleu ciel.

On aii = (1,0,0). Posons i} = (0,—1,0) et i, = (1,1,0). Alors ii; € P, il € D et ii = iij +i;. On a donc
( :ﬁl—ﬁzz( ,—2,0).

<l :i

il AV

On a V= (1,0,1). Posons ¥ = (0,—1, 1) et v, = (1,1,0). Alors ¥} € P, v, € D et V =¥| +V,. On a donc
p(V):V1 ets(V):Vl—ng( 1,-2, 1).

On aw = (2,1,0). Posons w1 (0,—1,0) et wy = (2,2,0). Alors w; € P, wp € D et w=w; +wy. On a
donc p(w) = wy et s(w) = wy; —wp = (—2,-3,0).

Correction de ’exercice 24 A
Notons A la matrice de f dans la base canonique. On a

-3 2 -4
A= 2 0 2
4 -2 5

Alors on vérifie facilement que A> = A, c’est-a-dire que fo f = f : f est donc une projection. Pour déterminer



ses éléments caractéristiques, on commence par calculer ker(f) :

—3x+2y—4z =

(x,y,2) € ker(f) <= 2x+2z =
4x—2y+5z =
x+z =
—3x+2y—4z =
4x—2y+5z =

{
{:){ it
i

=NeloleNol =)

o O

—2y+z = 0
—2y

- =
I

y
2y

N
|

On a donc ker(f) = vect(u) avec u = (—2,1,2). Par le théoreme du rang, on sait que Im(f) est de dimension 2.
Soitv; = f(e1) = (—3,2,4) et vy = f(e2) = (2,0,—2). Alors (v1,v2) est une famille libre contenue dans Im(f)
qui est de dimension 2, donc c’est une base de Im(f). On en déduit que

x = =3A+2u
(x,3,2) €Im(f) <= IA,u)eR* { y = 24
z = 4A-2u
po= 3+¥
= JAuER, A = 3
2 2y—x—37y

— 2x—y+2z=0.

f est donc la projection sur le plan P = Im(f) d’équation 2x — y+ 2z = 0 parallelement a la droite D de vecteur
directeur u = (—2,1,2).

Correction de ’exercice 25 A
1. Soit (x,y,z) €R3. On a

(s08)(x,y,2) = s(s(x,y,2)) :s(—x—4y—2z, 4x+9y+4z, —8x— 16y—7z)
X Y z
= (=X —4Y —2Z, 4X +9Y +4Z, —8X — 16Y —7Z).

Or, - X —4Y —2Z =x,4X+9Y +4Z =y et —8X —16Y —7Z = z. On a donc sos = Idps et donc s est une
symétrie.
2.0n a (x,y,z) € F si et seulement si

—x - 4y - 2z = x
4 + 9 + 4z =y & x+2y+z=0.
-8 — 16y — 7z = z
Ainsi, on a
F={(x,y2) € R? tel que x4 2y +z = 0} = vect((—2,1,0),(—1,0,1)).

De méme, on a (x,y,z) € G si et seulement si

=)

4 4+ 9y 4+ 4z = -—y & 2x + S5y 4+ 2z =
-8 — 16y — 7z = —z 4 + 8 + 3z = 0

o



z 4+ 2y =0 z 4+ 2y =0
&S 22 4 59 + 2x =0 & y + 2x = 0
3z + 8& + 4 =0 2y + 4x = 0
P I — 4 =0
y + 2x = 0 °

Ainsi, G = {(x, —2x,4x) avec x € R} = vect((1,—-2,4)).

Correction de ’exercice 26 A
On vérifie facilement que

fof(x,y,z)=(2(2x—2z) —2(x—2),y,2x—2z—x+2) = (2x—2z,y,x—2) = f(x,),2).

On a donc fo f = f et f est une projection, sur Im(f) et parallelement a ker(f). Déterminons une base de
ker(f).On a

2x—2z = 0 X = z
f,3,2) =0 < y = 0 <<y =
x—z = 0 zZ = z

Une base de ker(f) est donc donnée par le vecteur u = (1,0, 1). Déterminons ensuite une base de Im(f). On
sait que (f(e1),f(e2),f(e3)) est une famille génératrice de Im(f). Ce n’est pas une base, puisque f(e3) =
(—2,0,—1) = —f(e1). Posons ensuite v=(2,0,1) = f(e;) etw = (0,1,0) = f(ez). Alors (v,w) est une famille
génératrice de Im(f) et c’est aussi une famille libre : (v, w) est une base de Im(f).

Correction de ’exercice 27 A

1. On commence par remarquer que F NG = {0}. En effet, si (x,y,z) € FNG,onax+y+2z=0,d’ol, en
utilisant x = —z et y = z, 2z =0, soit z = 0, et finalement x = y = z = 0. D’autre part, calculons la dimension
de F et la dimension de G. On a

x = -y -2z
(X, 3,2) €EF <= ¢ ¥ y
Z = Z

de sorte que (uj,uy) est une base de F, avec u; = (—1,1,0) et up = (—2,0,1). Ainsi dim(F) = 2. De méme, on
a
X = -y
(x)2) €G = { ¥y =
z =y

de sorte que u3 = (—1,1,1) est une base de G, et que dim(G) = 1. On déduit de la formule de Grassmann que
dim(F + G) = dim(F) +dim(G) = 3

et donc que F + G = R3.

2. Soitu = (x,y,z) € R3. Onvale décomposer sous la forme u = ur + ug, ot ur € F et ug € G. Pour cela,
on écrit up = (x1,y1,21) etug = (—A,A,A) avec A € R. Onadonc (x1,y1,z1) = (x+A,y—A,z—A) et puisque
(x1,y1,21) € F, on sait que

2
XAy 420 =0 < x+y+2-20 =0 < A:%.
Ainsi, on a
U — 3x+y+2z —x+y—2z —x—y
F= 5 , 5 —
et

e — Cxty+2z x+y+2z x+y+22
¢ 2 2 2 '



Ainsi,

3x+y+2z —x+y—2z —x—y)

p(x,y,Z)=”F2< 2 2 )

3. L’essentiel du raisonnement a été fait. On a

s(x,y,2) =ur —ug = 2x+y+2z,—x—2z,—x—y—2).

Correction de I’exercice 28 A
Remarquons d’abord que ¢ est linéaire. En effet, si P, P, € R[X], alors ¢(P;) (resp. ¢(P)) est ’unique
polyndme de degré inférieur (strict) au degré de A et tel que

PL=AQ1+¢(P1), ,=A0>+¢(P),
avec 01,0, € R[X]. On a alors
Pi+Py=A(Q1+02) + (¢(P1) +9(P2))

avec deg (¢(Py) + ¢(P2)) < deg(A), ce qui prouve que ¢(P, + P,) = ¢(P) + ¢(P>). De la méme fagon on
démontre que ¢(AP) = A¢(P). Remarquons que ¢ o ¢ (P) = ¢(P) pour tout P € R[X]. En effet,

O(P)=Ax0+¢(P)

avec deg(@(P)) < deg(A). Ainsi, ¢ est bien une projection. Reste a calculer son noyau et son image. On a
¢(P) = 0 si et seulement si P est un multiple de A, et donc

ker(9) = {04 Q€ RIX]}.
Enfin, si d = deg(A), on aIm(¢) C R,_;[X]. Réciproquement, si P € R, [X], alors
P=0xA+¢(P)

est la division euclidienne de P par A et donc P = ¢(P) € Im(¢). Si A est un polyndme constant, il faut
interpréter R, [X] comme {0}.

Correction de I’exercice 29 A
Si (p,q) n’est pas libre, il existe L € K, A # 0, tel que g = A p. Alors

Ap=qg=q>=A*p*>=21%p.

On a donc A% = A, c’est-a-dire A = 1 puisque A # 0, ce qui contredit p # g.

Correction de ’exercice 30 A

Soit i # j. Il est clair que Im(p;) = E; C ker(p;) ce qui prouve que p;o p; = 0. D’autre part, si x € E;, on a
PLX) + A pix) A pa(x) =0+ x4+ 0=x.

On a p; + -+ p, = Idg sur chaque E;, donc sur tout I’espace par "recollement”. En effet, tout x € E s’écrit
xX=x1+---+x, avec x; € Ej;.

Correction de ’exercice 31 A
1. On remarque que

(B—a)ldg = (f — aldg) — (f — BldE).



Autrement dit, six € E, on ax =y z avec

y= (= oldg) () ety = 5o
et |
z=(f—Bldg)(z1) etz = a_ﬁx.
2. La relation s’écrit encore
2= (a+PB)f+apldg =0
soit |
fo =g = (et B)ide) = 1d
et !
T“B(f_(a"i_ﬁ)ldE)of:IdE

ce qui prouve que f est inversible, d’inverse %ﬁ (f — (o +B)ldE).
3. On commence par prouver que les espaces vectoriels sont en somme directe. En effet, si x € ker(f —
oldg) Nker(f — Bldg), alors
F(x) = ax et £(x) = B

ce qui prouve que (f — a)x =0 = x = 0. D’autre part, la relation implique que Im(f — Bldg) C ker(f —
oldg). Mais dans cette relation, tout commute et on a aussi

(f = Bldg)o (f —aldg) =0

et donc Im(f — aldg) C ker(f — Bldg). Il suffit maintenant d’appliquer le résultat de la premiére question pour
conclure. En effet, six =y+zavecy € Im(f — aldg) etz € Im(f — Bldg), alors x = y+z avec y € ker(f — BldE)
etz € ker(f — aldg).

4. On utilise a nouveau le résultat de la question 1. En effet, avec les mémes notations que ci-dessus, on a
p(x) = zetdonc

) =~ Bide) ().

Correction de ’exercice 32 A
1. La condition est suffisante. En effet, si pog = qgo p =0, alors

(P+9) =p*+pog+qop+q’ =p+q
et donc p + g est un projecteur. Réciproquement, si p + g est un projecteur, alors le calcul précédent donne
poqg+qop=0.
On a alors :
pog=p’og=po(pog)=—po(qop)=—(pog)op=I(gop)op=qop.

On obtient donc pog=gopet pog= —qo p, ce qui entraine pog=0etgop =0.

2. Prouvons d’abord que Im(p) et Im(g) sont en somme directe. En effet, si x € Im(p) NIm(g), alors
x = p(x) et x = g(x) (ce sont des projecteurs) d’ott x = p(x) = p(g(x)) = 0. D’autre part, il est clair que
Im(p+¢q) C Im(p) +Im(g). Réciproquement, soit z = p(x) +¢(y) € Im(p) +Im(q). Alors

p(z) = p*(x)+ poq(y) = p(x) et q(z) = go p(x) + ¢°(y) = q(»).

Ainsi, z= (p+q)(z) € Im(p+¢). Enfin, on a toujours ker(p) Nker(g) C ker(p +g). Réciproquement, si p(x)+
q(x) = 0, alors puisque Im(p) et Im(g) sont en somme directe, on a p(x) =0 et g(x) =0, d’olt x € ker(p) N
ker(q).



Correction de I’exercice 33 A
Si x € ker(f?), alors f”(x) =0. On a alors

fHx) = f7P (P (x) = £777(0) = 0.
Ainsi, ker(f?) C ker(f?). Soit maintenant y € Im(f?). Alors il existe z € E tel que y = f?(z). Mais alors on a
Yy=fP(f10(R) = 1) avec 2 = f177(2).

Ainsi, y € Im(f?) et Im(f9) C Im(f?).

Correction de ’exercice 34 A

Supposons d’abord que go f = 0, et prenons y € Imf. Alors il existe x € E tel que y = f(x). Mais alors,
g(y) = go f(x) =0, et donc y € kerg. Réciproquement, supposons que Imf C kerg. Alors, pour tout x € E,
f(x) € Imf C kerg, et donc g(f(x)) = 0, prouvant que go f = 0.

Correction de I’exercice 35 A
Prenons x € ker(u). Alors u(x) = 0, donc v(u(x)) = 0, donc u(v(x)) = 0. Ainsi, v(x) € ker(u). Prenons
ensuite y € Im(u). Alors il existe x € E tel que y = u(x). Mais alors

v(y) = v(u(x)) = u(v(x)) € Im(u).

C’est bien que v(Im(u)) C Im(u).

Correction de I’exercice 36 A
Puisque f"~! # 0, il existe x € E tel que f*~!(x) # 0. On va prouver que la famille (x, f(x),..., " '(x))
est libre. Pour cela, si on a

Aox+ A f(x) 4+ A1 " x) =0,
on applique f"~! a cette égalité. Puisque f*(x) = 0 si k > n, on obtient
Rof""'(x) =0 = X =0

puisque f"~!(x) # 0. On continue en composant par f"~2, puis par f"~3,etc... pour trouver successivement que
A1, A2 jusque A,,_; sont nuls.

Correction de ’exercice 37 A

1. Puisque la famille (x, f(x)) est liée, il existe (a,b) # (0,0) tel que ax+ bf(x) = 0. Puisque x # 0, on ne
peut pas avoir b = 0 et donc f(x) = 5%x. On a le résultat avec A, = —”. Bien sir, ce A, est défini uniquement,
carsiona f(x) = Aix et f(x) = Apx, alors (A; —A2)x = 0 et donc A; = A, puisque x # 0.

2. Ecrivons y = px. Alors

plyx = Ay = f(y) = f(ux) = uf(x) = uix

et on peut simplifier par px # 0 pour prouver que A, = A,. Calculons f(x+y) de deux facons différentes. D’une
part,

f(x+y) = l)c-i-}l(x"|‘)’) = lx-&-yx"‘ )Lx+yYa
d’autre part,

Jx+y) = f(x) +f(y) = Aax + Ayy.

Puisque la famille (x,y) est libre, toute décomposition d’un vecteur a I’aide de combinaison linéaire de ces
vecteurs est unique. On obtient donc A, = A, = A,



3. Ecrivons y = ux. Alors

PAyx = Ay = f(y) = f(px) = pLf(x) = pAux

et on peut simplifier par px # O pour prouver que A, = A,.
4. Calculons f(x+y) de deux fagons différentes. D’une part,

F+Y) = Aty (x+5) = Aoy X + Aepyys

d’autre part,
f+y) =F@) + () = Aax + Ayy.

Puisque la famille (x,y) est libre, toute décomposition d’un vecteur a I’aide de combinaison linéaire de ces
vecteurs est unique. On obtient donc A, = A, = A,

5. D’apres les questions précédentes, tous les A, pour x # 0, sont égaux, et donc il existe un scalaire A tel
que, pour tout x € E\{0}, f(x) = Ax. Ceci reste bien siir vrai si x =0 : f est bien une homothétie.

Correction de ’exercice 38 A

1. Prenons x € ker(f). Alors f(x) =0 et donc f2(x) = f(f(x)) = £(0) = 0. Ainsi x € ker(f?) et ker(f) C
ker(f?). Prenons ensuite y € Im(f2). Alors il existe z € E tel que y = f%(z) = f(u) avec u = f(z). Ainsi,
y € Im(f) et Im(f?) C Im(¥).

2. Supposons d’abord que ker(f) NIm(f) = {0g}. Il suffit de démontrer que ker(f?) C ker(f). Choisissons
x € ker(f?). Alors f?(x) = 0 et posons y = f(x). Alors y € Im(f) et f(y) = f*(x) = 0 donc y € ker(f). On
en déduit que y = 0 et que x € ker(f), d’ou I’inclusion demandée. Supposons ensuite que ker(f) = ker(f?) et
prouvons que ker(f) NIm(f) = {0}. Soity € ker(f) NIm(f). Alors f(y) =0 etil existe x € E tel que y = f(x).
Mais alors f2(x) = f(y) = 0 et donc x € ker(f?) C ker(f). Ainsi, f(x) =0 donc y = 0 et on a bien prouvé que
ker(f) NIm(f) = {0}.

3. Supposons d’abord que ker(f) +Im(f) = E et prouvons que Im( f) C Im(f?) (seule inclusion qu’il reste &
démontrer). Soity € Im(f). Il existe x € E tel que y = f(x). On peut écrire x = u+v avec u € ker(f) et v € Im(f).
En particulier, il existe w € E tel que v = f(w). Mais alors, y = f(x) = f(u) + f>(w) = f2(w) € Im(f?), ce
qu’il fallait démontrer. Supposons pour terminer que Im(f) = Im(f2) et démontrons que ker(f) +Im(f) = E.
Soit y € E. L’hypothése nous dit qu’il existe z € E tel que f(y) = f(z). Posons u =y — f(z) et v = f(z). Alors
f(u) = f(y) — f*(z) = 0 appartient a ker(f) tandis que v € Im(f). Ainsi, on a bien prouvé que ker(f) +Im(f) =
E.

Correction de ’exercice 39 A

Avant de traiter ’exercice, remarquons que ker(f) et Im(g) sont bien des sous-espaces de E.
1. Soit y € ker(f) NIm(g). Alors il existe x € F tel que y = g(x). On a alors

gofog(x)=gof(y)=2(0)=0.

Mais on sait aussi que go fog(x) = g(x) = y. Ainsi, y est nul et les sous-espaces vectoriels ker(f) et Im(g) sont
bien en somme directe.

2. Procédons par analyse-syntheése. Analyse : Prenons z € E et supposons que z = x + y avec x € ker(f) et
y=2g(u) €Im(g). Onaalors f(z) = f(y) = fog(u). Mais go f(z) = go fog(u) = g(u) =y. On est donc incité
aposery = go f(z). Synthese : Soit z € E et posons y = go f(z) qui est dans Im(g) et x = z—y. Reste a vérifier
que x € ker(f). On a

f(x)=f(@)—fy)=f(z) —fogof(z) = f(z) - f(z) =0.

3. Il suffit de vérifier que f o g = IdF puis d’utiliser 1’associativité de la composition. Remarquons que 1’on
n’a pas go f = Idg (penser a 'image des polyndomes constants). Ni f ni g ne sont inversibles car f n’est pas
injective (penser a nouveau aux polyndmes constants) et g n’est pas surjective (les polyndmes constants, a part
le polynéme nul ne sont pas dans Im(g)).




Correction de I’exercice 40 A

Avant de commencer I’exercice, on peut remarquer que 1’on a toujours Im(go f) C Im(g), et que c’est I’in-
clusion réciproque qui n’est pas toujours vraie, et qui sera donc utile dans 1’exercice pour prouver la réciproque.
= : Soit y € Im(g), y = g(x) avec x € E. On peut écrire x = x| +x; avec x; = f(z) € Im(f) et x, € ker(g). On
a donc

y=2g(x) =gof(z) €Im(gof)

ce qui prouve I'inclusion difficile. <= : Commengons par une petite analyse du probleme. Soit x € E que [’on
veut décomposer sous la forme x = x; +x2, avec x| € Im(f) et x» € ker(g). En particulier, x; = f(z) avec z € E.
Dans ce cas, on a g(x) = go f(z). L'inclusion Im(g) C Im(g o f) entraine 1’existence d’un tel z... Passons a la
synthése. Soit x € E et soit z € E tel que go f(z) = g(x) (un tel z existe puisque Im(g) C Im(g o f)). Posons
x1 = f(z) et x = x — x1. Il suffit de prouver que g(x;) = 0. Mais

8(x2) = g(x) —g(x1) =g(x) —go f(z) =
On a bien prouvé que E = Im(f) + ker(g).

Correction de I’exercice 41 A
Soit (eq,...,e,) une base de E. Pour chaque i, il existe un entier n; tel que f™(e;) = 0. Posons n =
max(ny,...,n,) et remarquons que pour chaque i € {1,...,p},

Fie) = £ (fMes) = £17(0) =0

Considérons maintenant x € E et écrivons-le x = xje; + - - - +x,e,. On obtient

thf ez =

Mu

0z = Of.
e

Correction de I’exercice 42 A

1. On peut commencer par remarquer que si f(x) = 0, alors f2(x) = 0 et donc on a toujours ker(f) C
ker(f?). C’est I’autre implication qui n’est pas toujours vraie. Supposons donc ker(f) = ker(f?) et montrons
que Im(f) Nker(f) = {0}. Soit y € Im(f) Nker(f). Alors il existe x € E tel que y = f(x), et de plus f(y) =
0. En particulier, f%(x) = 0, donc f(x) = 0, puisque ker(f2) C ker(f). Ainsi, y = f(x) = 0, ce qui prouve
une implication. Réciproquement, supposons ker(f) NIm(f) = {0} et montrons que ker(f?) C ker(f). Si x €
ker(f?), alors on a f(f(x)) = 0. Si on pose y = f(x), alors y € ker(f) NIm(f), et donc f(x) =y =0, ce qui
prouve que x € ker(f).

2. D’apres le théoreme du rang, on a dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = dim(E). Or, si ker(f) NIm(f) = {0},
ker(f) @ Im(f) est un sous-espace vectoriel de E de dimension dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = dim(E) : il est
donc égal a E tout entier. On vient donc de prouver que

ker(f)NIm(f) = {0} < ker(f)®Im(f) =E.

En tenant compte de la question précédente, ceci prouve la premiere équivalence. On va ensuite démontrer que
la premicre et la troisiéme assertion sont équivalentes, ce qui achévera la preuve. En effet, si ker(f) = ker(f?),
d’apres le théoreme du rang, on

dim(Im(f)) = dim(E)—dim(ker(f))
= dim(E) — dim(ker(f?))
= dim(Im(f?)).

Or, on a toujours Im(f?) C Im(f) puisque f2(x) = f(f(x)) pour tout x de E. Les deux sous-espaces sont
égaux. La réciproque se prouve exactement de la méme fagon. On remarque que dim(Im(f)) = dim(Im(f?))
entraine dim(ker(f)) = dim(ker(f2)) en utilisant le théoréme du rang, et on utilise I’inclusion toujours vraie

ker(f) C ker(f?).



Correction de I’exercice 43 A
Supposons d’abord qu’une telle application existe. D’apres le théoréme du rang, on a :

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 2dim(ker(f))

et donc dim(E) est pair. Réciproquement, si E est de dimension paire, alors considérons (ej,...,ez,) une base
de E. On définit un endomorphisme f de E en posant :

0 sii<p
ei_p Sii>p.

f(e,-):{

Ceci définit completement un endomorphisme f. Montrons qu’il vérifie les propriétés demandées. D’une part,
2
pour u =Y 7, uje;, on a

2p p
f(u): Z uie,-_p: Zuj+pej.
i=p+1 j=1
On en déduit que f(u) = 0 si et seulement u € F = vect(ey,...,ep). De plus, on aIm(f) C F, et par le théoréme

du rang, ces deux espaces ont la méme dimension égale a p. Ils sont donc égaux.

Correction de I’exercice 44 A

D’apres le théoréme du rang, si un tel endomorphisme existe, on a p + g = n. Réciproquement, supposons
que p+ g = n. On va définir f sur une base bien choisie de E. Soit (ey,...,e,) une base de F. On peut la
compléter en une base (e, ...,ep,€pt1,...,€p+q) de E. Soit également (f,..., f;) une base de G. On définit
alors I’action de f sur la base (e;) par

{f(e,-) =0 sii<p
fle)) = fip siie{p+1,....p+q}

Il est alors & peu pres clair que f vérifie les conditions voulues. Pour obtenir une preuve compléte, on peut
remarque que F C ker(f) et que G C Im(f). De plus, en décomposant un vecteur dans la base (ei,...,ep;4),
on trouve qu’on a exactement F = ker(f). Par le théoréme du rang, on obtient dim(G) = dim(Im(f)) d’ou
I’égalité puisqu’on a déja une inclusion.

Correction de ’exercice 45 A

Soit (uy,...,u,) une base de Im(f), que I’on complete en une base (uy,...,uy,ty+1,...,u,) de F. Notons,
pouri=1,...,r, P;la projection sur vect(u;) parallelement a vect(u; : j # i), puis fi = P;o f. Puisque Im(f;) C
vect(u;), on arg(f;) < 1, et si on note x; tel que f(x;) = u;, on a fi(x;) = P,(u;) = u;, ce qui prouve que f; n’est
pas I’application nulle et est donc de rang 1. Il reste a démontrer que f =Y/, f;. Mais si

fx) =Y au,
i=1

alors
fi(x) = Pif(x) = aju;

et donc
-

Y fix) = zl ~ f(x).

i=1

Correction de ’exercice 46 A
1. Supposons d’abord qu’un tel endomorphisme existe, et notons g la restriction de f a F. Alors g est une
application linéaire de F avec Im(g) = G. D’apreés le théoréme du rang,

dim(G) = dim(Im(g)) < dim(Im(g)) + dim(ker(g)) = dim(F).



Une condition nécessaire est donc dim(G) < dim(F ). Réciproquement, supposons que ¢ = dim(G) < dim(F) =
p. On va construire un endomorphisme f de E en le définissant sur une base de G. Pour cela, on commence
par considérer une base (ej,...,e,) de F. Par le théoreme de la base incompleéte, on peut la compléter en une
base (eq,...,e,) de E. De méme, considérons une base (g1,...,8,) de G. On définit f sur la base (ey,...,e,) en
posant f(e;) = g; sii < g, et f(e;) =0 sinon. f est un endomorphisme de E. De plus, si on étudie sa restriction
a F, on voit qu’elle est a image dans G (ce ne sont que des vecteurs de G qui sont pris par les f(e;)) et que cette
image est en réalité G tout entier : tous les vecteurs de la base (g1,...,8,) de G sont atteints (et par linéarité,
tous les autres le sont aussi).

2. Le raisonnement est trés proche. D’une part, puisqu’un isomorphisme respecte la dimension, il est né-
cessaire que dim(F) = dim(G) (on peut aussi réécrire le théoréme du rang pour la restriction de f a F et utiliser

le fait que le noyau est réduit a {0}). Réciproquement, si dim(F) = dim(G) = p, on note (ey,...,e,) une base
de F, qu’on compléte en une base (ey,...,e,) de E, et on note (g1,...,8,) une base de G, qu’on complete
également en une base (gi,...,8,) de E. On définit alors f par f(e;) = g;. Il est facile de vérifier que f vérifie

toutes les contraintes voulues.

Correction de I’exercice 47 A
1. On aIm(u+v) C Im(u) +Im(v). En effet, si y € Im(u+v), alors y = (u+v)(x) = u(x) + v(x) est aussi
élément de Im(u) +Im(v). On en déduit que

rg(u+v) < dim(Im(u) +Im(v)) < dim(Im(u)) + dim(Im(v)) = rg(u) +rg(v).
D’autre part, en écrivant u = (u+v)+ (—v), et en remarquant que Im(v) = Im(—v), et donc que rg(v) =rg(—v),
on a, d’apres ce qu’on vient de démontrer
rg(u) <rg(u+v)+rg(v) = rg(u) —rg(v) <rg(u+v).

De méme, écrivant v = («+v) + (—u), on obtient aussi

rg(v) —rg(u) <rg(u+v).

Ceci donne I’autre inégalité.
2. Traduisons les deux hypotheses en termes d’inégalités sur le rang.
D’une part, puisque uov =0, on a Im(v) C ker(u). On obtient donc rg(v) < dim(ker(«)) ce qui, combiné
au théoréme du rang, donne
n =dim(ker(u)) +rg(u) > rg(v) +rg(u).

D’autre part, puisque u + v est inversible, on sait que rg(u+v) = n. De la question précédente, on déduit
n <rg(u)+rg(v).

En combinant les deux inégalités obtenues, on obtient le résultat désiré.
3. D’une part, puisque uov =0, on a Im(v) C ker(«). On obtient donc rg(v) < dim(ker(u)) ce qui, combiné
au théoréme du rang, donne
n =dim(ker(u)) +rg(u) > rg(v) +rg(u).

4. D’autre part, puisque u + v est inversible, on sait que rg(u + v) = n. De la question précédente, on déduit

n <rg(u)+rg(v).

Correction de ’exercice 48 A
Pourk=1,... ,n—1, le théoréme du rang donne

ar = dim(ker(f)) +rg(fi) = re(fi-1) +rg(fi)



ol on a utilisé la propriété (ii). On a donc

Y (—D'ae = —rg(fo) —rg(fi) +re(fi) +re(f2) =+ (=1)" "rg(fa1)
= —rg(fo)+ (=1)" "rg(fur).

Puisque fy est injective, on a rg(fo) = ap et puisque f,—; est surjective, on a rg(f,—1) = a,. Ceci donne
n—1
Y (—Dfap = —ap+ (—1)"a,,

k=1

ce qui donne bien Y}_o(—1)*a; = 0.

Correction de I’exercice 49 A

1. Puisque (x, f(x),...,f" !(x)) est une famille de n vecteurs dans un espace de dimension n, il suffit de
prouver qu’elle est libre. Supposons le contraire, et soient Ay, ...,A,—; des scalaires non tous nuls tels que
Aox+ -+ A1 f771(x) = 0. Soit p le plus petit indice tel que A, # 0. On compose par [~ 77 :

S fP ) 4+ A1 77N () = A" () = 0,

puisque f/ = 0 pour j > n. Puisque f"~!(x) # 0, on en déduit que A, = 0, une contradiction.
2. Remarquons d’abord que si g = f*, alors clairement g f = fg, et donc tout élément de vect(Id, f, ..., f*~!)
commute avec f. Réciproquement, supposons que gf = fg. Soient ay, . ..,a,— tels que

g(x) =apx+ay f(x) —|—~--—|—an,1f”_1(x).

On va prouver que g = apld +-- -+ a,,lf"*l. Pour cela, il suffit de prouver que pour tout k € {0,...,n—1}, on
a

g(F () = aof*(x) + -+ an S (f (),
ceci puisque (x, ..., " !(x)) est une base de E. La propriété est vraie, par définition de ay,...,a, 1, si k = 0.
Pour k> 1,0na

eff =fef ' = fef == fle

En particulier,

fk(aox+ e anflfn_l (x))
aof*(x) + -+ an 1 SN FE)).

g(f'(x)) = f'g(x)

Ceci démontre le résultat voulu.

Correction de I’exercice 50 A

1. Si x € ker(f%), alors fA1(x) = f(f*(x)) = £(0) = 0 et donc ker(f*) C ker(f**!). De méme, si y €
Im( 1), alors il existe x € E tel que y = f¥1(x) = f(f(x)) et donc y € Im(f*).

2. Bien sir, il suffit de prouver que ker(f%2) C ker(f**1). Mais si x € ker(f**2), alors 0 = f**2(x) =
F(f(x)). On a donc f(x) € ker(f**1) et donc f(x) € ker(f*). Ceci implique f¥!(x) = 0, c’est-a-dire x €
ker(f**!). Supposons qu’il n’existe pas d’entiers k tel que ker(f*) = ker(f**!). Ceci signifie que pour chaque
entier k, I'inclusion ker(f*) C ker(f**1) est stricte, et en particulier, on a

dim (ker(f*™")) > dim (ker(f*)) + 1.

On en déduit que pour tout entier k, on a dim (ker( fk)) > k. Mais ceci n’est pas possible, puisque la dimension
de ker(f*) est majorée par n. On définit alors p comme le plus petit entier des entiers k tels que ker(f*) =
ker(f*!). Grace au résultat de la question précédente, on a bien ker( f*) = ker(f**!) si k > p. Le raisonnement
de la question précédente donne en fait immédiatement que p < n. En effet, on a prouvé que pour tout k < p,
on a dim(ker f*) > k, et donc en particulier on a n > dim(ker(f?)) > p.



3. Bien sir, il suffit de prouver que ker(f**2) C ker(f**!). Mais si x € ker(f**2), alors 0 = f**2(x) =
F1(f(x)). On a donc f(x) € ker(f**1) et donc f(x) € ker(f*). Ceci implique f¥*!'(x) = 0, c’est-a-dire x €
ker(f ).

4. Supposons qu’il n’existe pas d’entiers k tel que ker(f*) = ker(f**1). Ceci signifie que pour chaque entier
k, 'inclusion ker( f*) C ker(f**!) est stricte, et en particulier, on a

dim (ker(f*™")) > dim (ker(f*)) +1.

On en déduit que pour tout entier k, on a dim (ker( fk)) > k. Mais ceci n’est pas possible, puisque la dimension
de ker(f*) est majorée par n. On définit alors p comme le plus petit entier des entiers k tels que ker(f*) =
ker(f**!). Grace au résultat de la question précédente, on a bien ker(f*) = ker(f*!) si k > p.

5. Le raisonnement de la question précédente donne en fait immédiatement que p < n. En effet, on a prouvé
que pour tout k < p, on a dim(ker f¥) > k, et donc en particulier on a n > dim(ker(f?)) > p.

6. Ceci résulte immédiatement du théoréme du rang et de la définition de p. En effet, si k < p, alors
dim(ker(f*)) # dim(ker(f**!)) et donc dim(Im(f¥)) # dim(Im(f**!)). De méme, si k > p, on a dim(ker(f*)) =
dim(ker(f*1)) et donc dim(Im( %)) = dim(Im(f**1)). Comme on sait déja que Im(f**!) C Im(f*), ces deux
sous-espaces vectoriels sont égaux.

7. Par le théoreme du rang, il suffit de prouver que ker(f”) NIm(f?) = {0}. Soit y € ker(f?) NIm(f?).
Alors il existe x € E tel que y = f7(x). On sait aussi que fP(y) = f2”(x) = 0, et donc x € ker(f>”). Mais par
définition de p, on a ker(f”) = ker(f”) et donc x € ker(f?). Ceci entraine y = 0 et le résultat.

8. On va poser F = ker(f?) et G =Im(f?). On commence par remarquer que F est stable par f. En effet,
six € F,alors fP(f(x)) = f(fP(x)) =0 etdonc f(x) € F. Bien sir, fir est nilpotent puisque, pour tout x € F,
fP(x) = 0. Posons ensuite g = f|;. Remarquons d’abord que g est bien un endomorphisme de G, puisque
g(Im(fP)) = Im(fP*!) C G. De plus, g est injective car ker(f) NIm(f?) C ker(f?) NIm(fP) = {0}. Alnsi, g
est un automorphisme de G (qui est de dimension finie).

9. Soit k un entier naturel et g la restriction de f 2 Im(f¥). Alors d’aprés le théoréme du rang, on a

di = dim(Im(f*)) = dim(ker(gx)) + dim(Im(g)).
Mais Im(g) = g (Im(f*)) = f(Im(f*)) = Im(f**!). Ainsi,on a:
dk — dk+1 = dim(ker(gk)).

Mais gk = f|m(s+) et donc ker(gx) = ker(f) NIm( £%). Puisque la suite Im( f*) est décroissante (pour I’inclusion),
on en conclut qu’il en est de méme pour ker(gy) et donc que la suite (dy — di-1) est décroissante.

Correction de ’exercice 51 A
Remarquons d’abord que

Im(f+g) C Im(f)+1Im(g).

Ceci entraine
rg(f +g) <rg(f) +rg(g) —dim(Im(f) NIm(g)).

Supposons d’abord que rg(f + g) = rg(f) +rg(g). Alors 'inégalité précédente implique immédiatement que
dim(Im(f) NIm(g)) = 0 ce qui prouve Im(f) NIm(g) = {0}. On a aussi Im(f + g) = Im(f) 4+ Im(g) (sinon
I’inégalité précédente serait stricte). Ainsi, pour tout x € E, comme Im(f) C Im(f+g),ona f(x) = f(t) +g(¢)
pour un certain ¢ € E. Alors g(t) = f(x—1t) € Im(f) NIm(g) = {0}, et donc 7 € ker(g) et x —t € ker(f).
Ecrivant x = (x—t) +1, on trouve que ker(f) +ker(g) = E. Réciproquement, prouvons que les deux conditions
impliquent Im(f) C Im(f + g). En effet, on écrit y € Im(f) sous la forme y = f(x), et on décompose x en
x=u+vavecu € ker(f) etv € ker(g). Alors, y = f(v) = f(v) + g(v) € Im(f + g). Le role joué par f et g étant
symétrique, on obtient aussi Im(g) C Im(f + g). Ceci permet d’écrire

Im(f)®Im(g) C Im(f+g).

Lautre inclusion étant toujours vraie, on a en fait égalité, ce qui donne bien

rg(f+g) =1g(f) +re(g)-



Correction de ’exercice 52 A

On remarque que H; + H, est un sous-espace vectoriel de E qui contient strictement H;. Ainsi, dim(H; +
H) > n— 1. Puisque dim(H; + H,) < n, on a dim(H; + H,) = n. Par la formule de Grassmann,

dim(H; NH,) = dim(H;) + dim(H) — dim(H; + Hy) =2(n— 1) —n=n—2.

Correction de ’exercice 53 A

La forme linéaire identiquement nulle vérifie les hypotheses et la conclusion. On suppose désormais ¢ # 0.
Notons ¢ € E* défini par ¢ (P) = P(a). Il s’agit de prouver que les formes linéaires ¢ et ¢ sont proportionnelles,
c’est-a-dire que leurs noyaux sont égaux. Pour cela, on pose F = {(X —a)P; P € K,_1[X]}. Par hypothése,
F C ker . De plus, si ¢(Q) =0, alors (X —a)|Q et donc Q € F. Ainsi, on aker¢ C F.On a donc

ker¢ C F C kero.

Puisque les deux sous-espaces situés aux extrémités de cette chaine d’inclusion ont la méme dimension, tous
ces sous-espaces sont égaux. En particulier, ker ¢ = ker ¢ et les deux formes linéaires sont proportionnelles. Un
autre raisonnement, plus élémentaire, consiste a remarquer que pour tout P de E, P(X) — P(a) se factorise en
(X —a)Q(X) avec Q € K,,_1[X]. Ainsi, par hypothese sur ¢ on a ¢(P) = ¢@(1)P(a).
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